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Wozu man Integrale braucht

a. o. Univ. Prof. Dr. Rudolf Taschner
Technische Universitiat Wien

20. April 2001

Der zentrale Begriff des Mathematikunterrichts in der letzten Klasse der allge-
meinbildenden hdheren Schulen ist das Integral. Die Einfiihrung des unbestimmten
Integrals als Umkehroperation des Differenzierens und des bestimmten Integrals als
Flicheninhalt sowie deren Zusammenhang, den der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung formuliert, liegen auf der Hand und werden seit mehreren Jahr-
zehnten an Schulen im wesentlichen lege artis durchgefithrt. Dann jedoch erhebt
sich die Frage, welche sinnvollen Rechnungen mit diesem so gewonnenen Begriff zu
unternehmen seien.

Wenig empfehlenswert — obwohl aus der Sicht der wissenschaftlichen Ma-
thematik auBerordentlich reizvoll — ist die Erforschung der Anwendbarkeitsgrenzen
des Integrals: Welche Funktionen sind integrierbar und welche nicht, welche Fléchen
besitzen Inhalte und welche Kérper Volumina? All dies fiihrt zu auBerordentlich
hoiklen erkenntnistheoretischen Problemen, fiir die vom Gros der Schiilerinnen und
Schiiler weder geniigend Begeisterungsfiihigkeit zu erwarten noch ausreichend Zeit
vorhanden sind. Allenfalls hochst Begabte und Interessierte kann man mit solchen
Fragen belasten.

Uberdies ist zu bedenken, da8 die von der formalen Mathematik iiblicherweise
angebotenen Losungen keineswegs der Weisheit letzten Schluf bilden. Ganz im Ge-
genteil: Bizarre Folgerungen wie das nach Banach und Tarski benannte Paradoxon,
wonach eine Kugel in endlich viele Teile zerlegt und diese Teile in zwei gleich grofie
Kugeln zusammengesetzt werden kénnen, machen deutlich, daf} der sich nach aullen
mit so vollkommen scheinendem Glanz prisentierenden formalen Mathematik ein
geriittelt MaB an sinnwidriger Esoterik anhaftet.

Von Bedeutung sind sicher die Anwendungen des Integrals bei der Berechnung
der Volumina und Oberflicheninhalten von Drehkorpern. Es ist zum Beispiel lehr-
reich, daB die bereits aus der Unterstufe bekannten Formeln fiir Rauminhalt und
Oberfliicheninhalt der Kugel eben mit dieser Methode — und im wesentlichen nur
mit dieser Methode — erhalten werden. Allerdings sollte man iiberlegen, ob man
diesen Beispielen in der Schule nicht eine méglicherweise iibertriebene Bedeutung
einrdumt: Drehkorper, bei denen aus einem Ellipsoid ein Paraboloid oder ein Kegel
herausgeschnitten wurden, sind nicht gerade alltéglich. Ab einem gewissen MaB
greift der Verweis auf die Anwendbarkeit nicht mehr, und die Aufgaben beginnen,
nur mehr sich selbst zu geniigen.

Gestiitzt wird diese Bemerkung durch die Tatsache, daB die Volumsberechnun-
gen von Drehkérpern vor allem deshalb so beliebt sind, weil die in ihnen vorkom-
menden Integrale weitaus einfacher zu berechnen sind als bei der Ermittlung von
Flicheninhalten. Wenn zum Beispiel nach dem Volumen jener Schale gefragt wird,
welche bei Schnitt der durch 9y%—4z? = 36 gegebenen Hyperbel in der oberen Halb-
ebene mit der durch y = 6 gegebenen Geraden nach Drehung um die y-Achse ent-
steht, hat man wegen y = 2 als Ordinatenwert des Hyperbelscheitels S = (0 | 2) und
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y = 6 als Ordinatenwert der beiden Schnittpunkte S, = (—-6\/5 | {i). Sy = (ﬁy/"} | 6)
blof das Integral

® 2 I [°
T | zdy=— [ (y*—4)dy=120n
2 1 J;

zu berechnen. Der Flicheninhalt des Schalenquerschnitts hingegen ist entweder das

Integral
i :
2/ rdy::%f VY% — ddy = 362 — 61n (3+2\/§)
2 2

beziehungsweise das vom Rechteck mit 12v/2 als Breite und 6 als Héhe subtrahierte
Integral :

6v2 a9 62
/ P 2 \/z:2+9dx=3(i\/2-+61n(3+2\/§)
o ~6v2

Y
62 3

mit dem Ergebnis
6-12v2 — (36v2+61n (3+2\/§)) = 36v/3 - 61n (3+2\/§)

(was natiirlich auf den gleichen Wert hinausliuft). Beide Integrale entpuppen sich
offenkundig keineswegs als so simpel wie das zuvor angeschriebene Volumsinte-
gral. Wie man sieht: weniger die vordergriindig gepriesenen anwendungsbezogenen
Aspekte, sondern der naive (und zugleich sympathische) Versuch, den Schiilerin-
nen und Schiilern das Integrieren nicht allzn schwer zu machen, sind fiir die reiche
Beispielfiille von Volumsintegralen maBgeblich . . .

Warum, so konnte man im Anschluf daran fragen, wird nicht die Technik
des Inlegrierens griindlicher studiert? Denn dann wiren auch viele komplizierte
Fldchen einer Inhaltsberechnung zugéinglich. Aber sollte man Maturantinnen und
Maturanten wirklich die Ermittlung eines harmlos scheinenden Integrals wie zum

Beispiel des Integrals
dg
cos 7

ohne weiteres zumuten? Studieren wir seine Auswertung: Zuniichst sollte man —
das ist ein scheinbar aus der Luft gegriffener Trick — wissen, daBl es giinstig ist, den
Komplementirwinkel ¥ = 7/2 — 3 zu substitutieren:

/ dg _ de
cosf3 sin®

Danach empfiehlt sich die Substitution ¢ = tan (7/2) — ein weiterer, scheinbar aus
dem Blau des Himmels herabgefallener Trick. Denn es sind

7
") v ) 9  2tang 2t
sin? = sin 2— = 2sin — cos — = 2tan — cos® — — 2_ _ -
2 2 2 2 ! oW 142
1 + tan* —
2
und 5 4 3
p ) 14t
1t = 2 _ —]=
C (l+tan 2)(1(2) 3 i
folglich
dd 142 2 ar = &
sind ~ 2 142
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Daher lautet
g [ a9 [dt_ b P
m__/sinﬁ__ T—-lnt+(-_—lntan2+c—ln ‘[?+(‘

tan E

Weil schlieBlich 1/ tan o = cot a = tan (7/2 — ) ist und 7/2 —19/2 = /24 m/4 zu-
trifft, gewinnt man (fiir kleine Winkel 3, um einen positiven und endlichen Tangens
garantieren zu kénnen, genauer: fiir Winkel § mit —7/2 < g < 7/2) das endgiiltige

Ergebnis
dg B
=Intan| -+ — (S48
/cnsﬁ . n(2+4)+

Ist eine derartige Rechnung in der Schule wirklich zumutbar? Und wenn ja — zu
welchem Zweck?

Mt der Entwicklung von computerunterstiitzten Rechenprogrammen glauben
manche, die Technik des Integrierens ,den Maschinen iiberlassen* zu kénnen: sie
sei fiir menschliches Rechnen obsolet geworden. Man tippt einfach

dp
_/ cos 3
ein, betiitigt die ,Evaluate“-Taste und erhilt das Ergebnis In (sec  + tan ). Al-
lerdings werden nur die wenigsten damit etwas anzufangen verstehen, denn kaum
jemand kennt in Kontinentaleuropa die Secans-Funktion. Aber selbst wenn das
Resultat als In ((1/ cos 8) + tan ) mitgeteilt worden wire, wiirde kaum eine Schii-
lerin oder ein Schiiler damit etwas Sinnvolles zu verbinden wissen, geschweige denn

erkennen, daB es mit Intan ((#/2) + (7/4)) iibereinstimmt. Auch das Tippen von
Tasten ist mit Tausenden Tiicken gespickt ...

A_l! die bisherigen Bemerkungen lassen zunehmend an der Sinnhaftigkeit des
Lehrstoffs ,Integralrechnung* in der Schule zweifeln.

Anhand von zwei Beispielen sei — gleichsam zum Trost fiir die verwirrten Leh-
rerinnen und Lehrer — gezeigt, dafl es fiir das Integral in der Schule noch immer
ein weites Feld sinnvoller Anwendungen gibt, man trotz der obigen Entmutigungen
keineswegs die Flinte ins Korn werfen mufl. Das erste Beispiel kann, wenn man ein
wenig hochtrabend zu sprechen wagt, als Aufgabe aus dem Bereich der Stalistik
bezeichnet werden. Das zweite Beispiel zdhlt eher zur Geographie als zur Mathe-
matik und kommt auf héchst eigenartige Weise wieder zum Thema der Technik des
Integrierens zuriick.

Das erste Beispiel lautet:

Die Tabelle
£|056]11,5/2,5(3,5|145|55|65]|7,5]|8,5]|9,5
vy]109]31|4,5[5,6]|54|45]|3,6|2,4(1,4]0,6

beschreibt grob die Verteilung des monatlichen Einkommens auf die unselbstindig
Erwerbstiitigen eines fiktiven europiischen Staates. Dabei benennt y = y(z) die
(jeweils auf zehntausend Personen bezogene) Zahl derjenigen Erwerbstéitigen, deren
Monatseinkommen mindestens (z — 0,5) Tausend Euro, aber weniger als (z + 0,5)
Tausend Euro betriigt.

a) Es ist in einer Skizze zu bestiitigen, daB der von (0| 0) iiber (2| 4), (4 | 6) zu
(10 | 0) fiihrende Streckenzug diese Verteilung sehr gut beschreibt. Es ist insbeson-
dere jene Funktion [ darzustellen, fiir die y = f(z) diesen Streckenzug wiedergibt.

b) Mit r werde jenes Monatseinkommen bezeichnet, ab dem man als ,reich®
gilt. In Abhiingigkeit von r ist der Prozentsatz p = p (r) der ,Besserverdienenden*
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Abbildung 1: Histogramm und Schaubild von y = [ (z)

im Vergleich zur Gesamtheit aller Erwerbstétigen zu vergleichen, wobei die ,Bes-
serverdienenden® ein monatliches Gehalt = > r beziehen. Es ist insbesondere p (1)
fiir die ganzzahligen Werte zwischen r = 4 und r = 10 zu ermitteln und in einer
Kurve zu studieren. Welche Folgerungen ergeben sich aus dieser Abhéingigkeit fiir
die Gestaltung des staatlichen Haushalts?

Die Lésung des Beispiels beinhaltet in b) ein Integral, das wegen der einfachen
Gestalt der vorgelegten Funktion nicht einmal mit irgendwelchen Techniken der
achten Klasse ausgerechnet werden mu8, sondern bloB als gedankliche Stilze anzu-
sehen ist: die Rechenmethode stimmt fiir beliebige (auch fiir komplizierte, nur mit
elektronischen Hilfsmitteln analysierbare) Verteilungsfunktionen. Doch zunéchst
soll die Losung der Reihe nach erarbeitet werden:

a) Es gilt:

2z fir0<z <2
fx)=¢ z+2 fir2<z<4
10—z fird<z<10.

Vergleicht man die Tabelle

T 0,5 1,5 2,
f(z) ]| 1,0 3,0]4,:

19
o
o

5]155]65]7,5]865]9,5
5]4,5|35]25]1,5]0,5

4,
5

o
5..!1
on

mit der Tabelle der Angabe, erkennt man die gute Naherung dieser Funktion an die
vorgegebene Verteilung.
b) Es errechnet sich

10 2 10
f yd.r:/ 2:rd.1:+f(:r+2}da:+/ (10— z)dz = 32
0 0 2 4

(was man natiirlich auch ohne Integrationstechnik erkennt) und aher

10

p:|= p(r):% [ 10-z)d
9% 5 . 1. 1.4
lﬁ_ﬁr+ﬁ4r —64(7' — 20r + 100)

(55)
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Abbildung 2: Schaubild von p=p(r)

(was man ebenfalls auch ohne Integrationstechnik erkennt). Hieraus gewinnt man
zusammen mit der Berechnung

dp=2(10_r)_—dr—-—1(10—r)dr

8 8 32
des Anstiegs
k= @ =10
T dr 32
die Wertetabelle
r 4 5 6 7 8 9 10
p | 56% [ 39% | 25% | 14% | 6% | 2% | 0%
tl 2 | 2 XX 1|0
16 32 8 a2 16 | 32

Dies erlaubt eine sehr prizise graphische Darstellung der Abh#ngigkeit p = p (7).

(Die Anstiegsberechnung ist fiir die Skizze bei einer derart einfach gestalteten
Abhéngigkeit p = p(r) — es handelt sich geometrisch um einen Parabelbogen —
natiirlich nicht erforderlich.)

Die praktische Bedeutung der Abhiingigkeit p = p(r) fiir das staatliche Bud-
get beruht vor allem in der Festlegung von Progressionsstufen bei der Besteuerung:
Die Steuerprogression wirkt umso besser, je kleiner die Einkommensgrenze r als
Grenzeinkommen der ,Besserverdienenden” festgelegt wird, wobei im Falle einer
kleinen Einkommensgrenze r geringfiigige Anderungen der Wertes von r spiirbare
Anderungen von p (r) bewirken, somit bei den Steuereinnahmen des Staates mas-
sive Gewinne (bei einer Senkung von 7) bzw. Verluste (bei einer Erhohung von r)
hervorrufen. Die zuweilen populistisch geforderte hohe Besteuerung von wirklich
iiberdurchschnittlich gut verdienenden Einkommensbeziehern (zum Beispiel mit ei-
nem Einkommen z > pu+ 20 =2 4,5+4,2 = 8,7 Tausend Euro im Monat) liefert fiir
den Staat wegen des kleinen Wertes p|._g 7 2 2,6% kaum gewinnbringende Effekte
(wenn man iiberdies bedenkt, daB die iiberdurchschnittlich gut verdienenden Ein-
kommensbezieher bei einer fiir sie schmerzhaften Steuerprogression im allgemeinen
besonders geschickt diese mit steuerlichen ,Schlupflochern® zu umgehen verstehen).

Eﬁ ist klar, welches allgemeine Prinzip diesem Beispiel zugrunde liegt:
Ist ein Histogramm mit einer Verteilungsformel y = f (z) gegeben, in dem das
Merkmal z das Intervall [a;b] durchliuft, nennt fiir jedes Teilintervall [p;¢] das
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Verhéltnis

q

f ydx

it A
b

/ ydr

den Prozentsatz der gemessenen Population, deren Merkmal = dem Teilintervall
[p; q] angehort.

Auf diesem Prinzip beruhen eine ganze Reihe gleichartiger Beispiele: die fiir An-
wendungen sehr bedeutende Ermittlung der Abhéingigkeit der Pensionistenquote,
also des Verhiiltnisses von Pensionsbeziehern zu Erwerbstitigen, vom Pensionsein-
trittsalter oder die Berechnung des Medians als eines von vielen méglichen Durch-
schnittswerten einer Verteilung seien nur als zwei von vielen genannt!. Worauf es
bei Beispielen wie diesen — ganz abgesehen von ihrem unmittelbar einsichtigen
Anwendungscharakter — im besonderen ankommt, ist die Funktion des Integrals:
es steht nicht als algorithmisches Verfahren sondern als Niederschrift einer Idee im
Zentrum der Uberlegung.

V=

Das zweite Beispiel lautet:

Wie ist der Kartenentwurf des Globus auf einen, die Erdkugel am Aquator
beriihrenden Kreiszylinder gestaltet, damit die fiir die Seefahrt eminent bedeutende
Winkeltreue garantiert wird?

Wir nehmen dabei der Einfachheit halber an, die Erdkugel besitze den Radius 1,
d.h. Lingen werden in Vielfachen des Erdradius (von 6371 Kilometern) angegeben.
Wenn sich der Mittelpunkt der Erde im Ursprung O eines z-y-2-Koordinatensystems
befindet und die z-Achse durch Nord- und Siidpol verlduft sowie die z-Achse den
Nullmeridian von Greenwich am Aquator im Einheitspunkt E schneidet, kann man
jeden Punkt X der Erde durch seine geographische Lénge A und seine geographische
Breite 8 kennzeichnen: schneidet man den Meridian, also den von Nord- zu Siidpol
reichenden Halbkreis, auf dem X liegt, mit dem Aquator in Xp, gilt

A= aEOXy und B =aXy0X .

Wenn wir X = {\ | 3} schreiben, beziehen wir uns auf jenen Kugelpunkt X mit A
als geographischer Linge und [ als geographischer Breite.

Nun denken wir uns den Globus mit einem Drehzylinder urnmantelt, der die
Erdkugel entlang des Aquators beriihrt. Diesen Zylinder kann man entlang einer
Erzeugenden aufschlitzen und zu einem Rechteck abrollen, sodaB ein unmittelbarer
Zusammenhang mit dem Rechteck — also der ebenen Erdkarte — und dem Zylinder
vorliegt. Im Rechteck denken wir uns ein cartesisches u-v-Koordinatensystem so
eingetragen, daff die u-Achse am Zylinder mit dem Kugeldquator iibereinstimmt,
der Schnittpunkt £ mit dem Nullmeridian der Ursprung ist und die v-Achse zur
z-Achse gleichsinnig paralle] ist.

Bei einer Zylinderprojektion bildet man den Globus auf den Zylinder dadurch
ab, daB man fiir die im BogenmaB gemessenen Winkel u = A und v = f (3) setzt?®.
Die Festlegung u = X ist klar, denn der Kugeliiquator und die u-Achse stimmen
iiberein. Die Festlegung v = f (/) besagt, daB die Kugelmeridiane auf dem Zylinder
die Erzeugenden (d.h. parallel zur v-Achse) sind. Es kommt nun nur mehr darauf
an, die Funktion f ,richtig" zu wihlen.

'1m Werk ,Mathematik 4. Ubungs- und Lehrbuch fiir die 8. Klasse AHS. R. Oldenbourg
Verlag, Wien, 2001* des Verfassers findet man geniigend reichhaltiges Aufgabenmaterial.

2Im oben genannten Buch findet man aussagekriftige Zeichnungen zu diesen Uberlegungen
sowie weiteres Aufgabenmaterial ber Kartenprojektionen.
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Wenn man die drei Kugelpunkte®
X={\|B}, Y={r+dr|B8}, Z={r+d\|p+dB}

betrachtet, bilden sie ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel in Y, mit
cos [3-d) als waagrechter und mit d/ als senkrechter Kathete. (Die Linge der ersten
Kathete ergibt sich aus der Tatsache, daB der Breitenkreis durch X um den Faktor
cos 3 im Vergleich zum Aquator verkiirzt ist.) Die entsprechenden Bildpunkte auf
dem Zylinder heiffen

U=(u|v), V=(@u+du|v), W=(@u+du|v+dv).

Sie bilden ebenfalls ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel in V', mit
du = d\ als waagrechter und mit dv als senkrechter Kathete.

Forderte man statt Winkeltreue einen flichentreuen Zylinderentwurf, fithrt die
damit verbundene Forderung nach Inhaltsgleichheit der beiden Dreiecke

1 1
Ecosﬁ-d)\-dﬁ—idu-dv

zur Differentialgleichung cos 3-d8 = dv mit der offensichtlichen Lésung v = sin 3+
C. Weil bei # = 0 auch v = 0 zutrifft, ist C = 0. Dies ist die sehr einfache
lambertsche Zylinderprojektion, welche zwar alle Nationen zufrieden stellt, weil jede
ihrer Grofe nach aufscheint, aber sonst kaum von Interesse ist.

Wirklich interessant ist die in der Aufgabe formulierte Forderung nach einem
winkeltreuen Zylinderentwurf, den nur mit diesem kénnen Seefahrer den gewiinsch-
ten Kurs ihres Schiffes auf hoher See fixieren. Die Forderung nach Winkeltreue
fithrt, wenn man den Winkel bei X bzw. bei U betrachtet und dessen Tangens
bildet, zur Gleichung

d3: (cosB-dN\) =dv:du.

Dies fiihrt unmittelbar zur Differentialgleichung
ag |
cosfB

mit der allgemeinen Lésung

v:f%:lntan(§+%)+c.

Weil bei @ = 0 auch v = 0 zutrifft, ist C = 0. Das oben erwihnte und kunstvoll
ermittelte Integral fithrt somit zur gesuchten Formel

. B
v = Intan (3 + 4)

der winkeltreuen Mercatorprojektion.

A]so lohnt es sich scheinbar doch, die Technik des Integrierens einigermallen zu
beherrschen (bzw. den Computer geniigend intensiv mit Integralen zu maltrit ieren).
Doch méglicherweise wird mit dieser Folgerung ein wenig vorschuell geschlossen:

Bedenken wir: Gerardus Mercator, der diese winkeltreue Erdkarte entwarf, lebte
von 1512 bis 1594. Er kannte folglich noch keine Techniken des Integrierens, denn

3Genau genommen sind Y und Z auf der in X gelegten Tangentialebenc der Kugel und nur
+in erster Naherung" (bei hinreichend kleinen Differentialen) Punkte der Kugel. In weiterer Folge
gilt das gleich fiir die ,Zylinderpunkte® V, W.
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der gesamte Differentialkalkiil wurde erst ein Jahrhundert spiter entdeckt. Wie
kam er zu seiner Erdkarte?
Die Antwort beruht auf der geometrischen Deutung der Differentialgleichung

dﬁz

cos 3

dv .

Wir setzen A = w/2 und d\ = 0, betrachten also die Punkte X = {7/2 | i}
und Z = {7/2 | B+ df3}, die zusammen mit dem Kugelmittelpunkt O in der y-2z-
AufriBebene liegen. Schneidet man den von O durch Z fiihrenden Strahl mit der
durch X verlaufenden Parallelen zur z-Achse in S, entpuppt sich die von X zu S
reichende Strecke als jene, welche die Linge dv besitzt.

Wenn nun — mit dem Aquator beginnend — mit wachsendem [ ein ganzes
Netz von Strahlen gezeichnet wird, welche von O ausgehend durch {m/2 | 3} fiih-
ren, und wenn das ,Inkrement* AfF = df von einem Strahl zum néchsten hinrei-
chend klein gewiihlt wird, erhélt man mit einer unentwegten Aufeinanderfolge der
oben beschriebenen Konstruktion von Av =2 dv eine beliebig gute Nidherung an die
Mercatorkarte.

Auf den Punkt gebracht: Mercator konnte zwar noch nicht im Sinne von Newton
und Leibniz integrieren, aber ihm gelang die numerische Losung ciner Differential-
gleichung. Er hat, wenn man so will, daB Integral

ds
cos [#

als Idee bereits vorweggenommen.

Dies némlich ist die Quintessenz dessen, was das Integral in der Schule bedeuten
sollte: es reprisentiert in erster Linie eine [dee: die raffinierteste und wirkungs-
vollste Idee der gesamten Mathematik.




